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Capitolul 8

Metode iterative de rezolvare a

sistemelor algebrice liniare

8.1 Caracterizarea metodelor

Metodele iterative sunt metode care permit obtinerea solutiei numerice a unui sistem
de ecuatii, prin generarea unui gir care tinde catre solutia exacta. Elementele acestui gir
de iteratii se calculeaza recursiv, iar procesul se opreste dupa un numar finit de pasi, la

indeplinirea criteriului de eroare.

Chiar daca solutia obtinuta prin metode iterative este afectata de erori de trunchiere,
erori care nu apar in cazul metodelor directe, este totusi posibil ca solutia iterativa sa fie
mai precisa decat cea obtinuta prin metode directe. Pentru o anumita clasa de sisteme,
metodele iterative sunt superioare atat din punctul de vedere al erorii cat si din cel al

efortului de cacul.

8.2 Principiul metodei

In lucrare se prezinta cele mai simple metode iterative pentru rezolvarea sistemelor

algebrice liniare si se descrie clasa sistemelor pentru care acestea pot fi aplicate.

Metodele iterative de rezolvare a sistemelor de ecuatii liniare sunt metodele in care

termenul x(*) al sirului solutiilor se obtine din termenul anterior, x*~1).

Solutia exacta se obtine teoretic dupa un numar infinit de iteratii. In practica, prin

efectuarea unui numar finit de iteratii, se poate ajunge la o aproximare suficient de buna a
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2 Capitolul 8. Metode iterative de rezolvare a sistemelor algebrice liniare

solutiei exacte. Daca girul iteratiilor este convergent, cu cat se efecteaza mai multe iteratii,
cu atat solutia numerica este mai precis determinata, erorile, atat cele de trunchiere cat

si cele de rotunjire, devenind tot mai mici.

In metodele iterative, se pornegte de la o initializare arbitrara pentru vectorul solutie
numerici x°. Pentru a determina noua valoare a solutiei numerice, se rescrie ecuatia sub
forma:

x = F(x), (8.1)

in care F' se numegte aplicafie cu punct fir, iar la fiecare pas k al algoritmului, se determina

noua solutie numerica din relatia:
xF = F(x*). (8.2)
Pentru a aduce sistemul de rezolvat
Ax=b (8.3)

la forma unei aplicatii cu punct fix, in general se cauta o descompunere a matricei A

intr-o diferenta de doua matrice:
A=B-C, (8.4)

sistemul putand fi astfel adus la forma:

x =B (b + Cx), (8.5)
solutia la pasul £ fiind:
x* =B 1(Cx* ! +b), (8.6)
sau
xF = Mx" +u, (8.7)

in care M = B !C se numeste matrice de iteratie, iar u = B~ 'b.

Una din problemele metodelor iterative este convergenta sirului de iteratii. Se demon-
streaza ca o conditie suficienta pentru ca metoda sa fie convergenta este ca valorile proprii
ale matricei de iteratie M = B 'C si fie toate, iIn modul, mai mici decat 1. Definind
raza de convergenta a matricei M, ro(M), ca fiind modulul celei mai mari valori proprii,
conditia de convergenta se scrie:

ro(M) < 1 (8.8)

Aceasta conditie de convergenta este corelatd cu norma matricei de iteratie M. Se demon-
streaza ca, pentru orice matrice, exista urmatoarea relatie intre norma si raza sa de
convergenta:

ro(M) < [[M]| (8.9)
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8.2. Principiul metodei 3

Prin urmare, dacd matricea M are norma subunitara (||M]|| < 1), raza sa de convergenta

va fi gi ea mai mica decat 1, iar metoda iterativa va fi in acest caz convergenta.

Metodele iterative cele mai cunoscute sunt:

e metoda deplasarilor simultane (Jacobi),

e metoda deplasarilor succesive (Gauss-Seidel),

e metoda suprarelaxdrilor succesive(Frankel-Young),
e metoda directiilor alternante (Peaceman-Rachford),
e metoda iteratiilor bloc,

e metoda factorizarii incomplete,

e metoda Southwell.

Metoda Jacobi a deplasarilor simultane consta in alegerea partititiei matricei A astfel:

B este matricea alcatuita din elementele diagonale ale lui A
B =D, (8.10)
iar matricea C contine restul elementelor din matricea A, luate cu semn schimbat:
C=—-(L+0), (8.11)

in care s-au notat cu L gi U triunghiul inferior, respectiv cel superior din A. Cu aceasta

descompunere, vectorul solutie la fiecare pas k va avea expresia:
x" =D (b — (L+U)x" 1), (8.12)
iar matricea de iteratie M va fi:
M=-D (L +U). (8.13)
Se considera linia ¢ a sistemului de ecuatii care trebuie rezolvat:
a1 T1 + T + ...+ auTi + ...+ ainxn = b; (8.14)

Partitionarea aleasa pentru matricea A revine la a determina pe x; la pasul curent £ din
ecuatia ¢, cu relatia:
n k—1
b DT D1 0%

o 8.15
: , (5.15)

Document disponibil la www.1lmn.pub.ro/Education/methods/methods.html



4 Capitolul 8. Metode iterative de rezolvare a sistemelor algebrice liniare

in care z; din membrul stang reprezinta componenta 7 a noii solutii, iar z; din membrul
drept sunt valorile obtinute la precedentul pas al iteratiei. Se observa ca, pentru deter-
minarea noii solutii, trebuie cunoscute, pe tot parcursul iteratiei &, valorile solutiei de la

pasul anterior £ — 1.

In metoda Gauss-Seidel, a deplasarilor succesive, partitionarea se alege astfel:
B=D+1L, (8.16)

matricea B continand astfel partea inferior triunghiulara a matricei A inclusiv diagonala,
iar

C=-U (8.17)
matricea C continand partea superior triunghiulara a matricei. Matricea de iteratie va

avea forma

M=-(D+L)"'U. (8.18)

Aceasta partitionare presupune ca in membrul stang al ecuatiei 7 din sistem raman ter-

menii care contin x;, j < ¢, iar in membrul drept trec toti ceilalti termeni:
;11 + a0 + ... + a;x; = bz — Qi i41T541 — - - - T Qi Ty (819)

Ca si pana acum, componentele vectorului solutie aflate in membrul stang reprezinta
valori "noi”, calculate la pasul curent &k, pe cand componentele din membrul drept sunt
cele calculate la pasul anterior. Din aceasta relatie rezulta valoarea componentei z; la
pasul curent:

1—1 n

2 : (k) 2 : (k—1)

bi — le'j.fj — a’ijxj
j=1 j=i+1

k
e . 8.20
€L ai; ( )

Se observa ca o componenta z; a solutiei la pasul k este calculata in functie de componen-
tele precedente 1,...,7 — 1, deja calculate la pasul curent gi de urmatoarele componente
i+ 1,...,n, calculate la pasul precedent. Algoritmul nu necesitd pastrarea vechii com-
ponente 7, dupa ce cea noua a fost calculata, de aceea x; nou se poate plasa in memorie
in aceeasi locatie ca si vechea valoare. Astfel, algoritmul Gauss-Seidel nu necesita spatiu
pentru memorarea decat a unui vector solutie, spre deosebire de algoritmul Jacobi, unde
trebuiau memorati atat z nou cat si z vechi. In metoda Gauss-Seidel, imediat ce o compo-
nenta a fost determinata, ea este folosita in calculele urmatoare, inlocuind valoarea veche

care se pierde, idee cunoscuta sub numele de principiul lui Seidel.

Una din problemele care apar la rezolvarea sistemelor de ecuatii liniare prin metode

iterative este alegerea criteriului de oprire a procesului iterativ. O metoda de a rezolva
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8.3. Pseudocodul algoritmilor )

aceasta problema a criteriului de oprire consta in evaluarea, dupa fiecare iteratie, a erorii
Cauchy

e = ||Xnou _ Xvechi“ (821)

si intreruperea calculelor atunci cand aceasta valoare devine mai mica decat eroarea im-

pusa, €.

In ceea ce priveste convergenta metodelor, se demonstreaza ca la metodele Jacobi si
Gauss-Seidel, o conditie suficienta ca metodele sa fie convergente este ca matricea A a
sistemului sa fie diagonal dominanta, adica

laii| > |ai;| Vi (8.22)

J#
Desigur, aga cum s-a aratat, conditia de mai sus este echivalenta cu impunerea conditiei
ca norma matricei de iteratie sa fie subunitara, procesul iterativ fiind cu atat mai rapid
convergent cu cit norma matricei de iteratie este mai mici. In cazul matricelor simetrice
si pozitiv definite, metoda Gauss-Seidel este de aproximativ 2 ori mai rapida decat metoda
Jacobi. Acest avantaj, corelat si cu necesitatea memorarii unui singur vector solutie, face

ca metoda Gauss-Seidel sa fie preferabila metodei Jacobi din toate punctele de vedere.

8.3 Pseudocodul algoritmilor
Urmatoarea procedura permite rezolvarea sistemelor de ecuatii liniare prin metoda Jacob.

procedura Jacobi (n,a,b,x,nrit,eps)
tablou real a(n,n),b(n),x(n)

integ nrit

real eps

tablou real zn(N) ; X nou

; initializari

k=0 ; contor iteratii

pentru i=1,n

;=0 ; initializarea solutiei
; iteratii
repeta ; parcurge iteratiile
err= 0; ; eroarea la pasul curent
pentru i= 1,n ; parcurge ecuatiile
s = b(1)

Document disponibil la www.1lmn.pub.ro/Education/methods/methods.html



6 Capitolul 8. Metode iterative de rezolvare a sistemelor algebrice liniare

pentru j=1,n ; parcurge ecuatia i
s =s—a(i,j)z(j)
s=s+a(i,i)z(i)
n(i) = s/a(i, 1) ; X nou
s = |zn(i) — z(7)|
daca err < s atunci err = s
pentru i= 1,n
z(1) = zn(7) ; Tnlocuieste x vechi cu x nou
k=k+1 ; iIncrementeazd contor iteratii
pana cand (err < eps) sau (k > nrit)
retur

Urmatoarea procedura permite rezolvarea sistemelor de ecuatii liniare prin metoda

Gauss-Seidel

procedura Gauss-Seidel(n,a,b,x,nrit,eps)
tablou real a(n,n), b(n), x(n)
intreg nrit
real eps
initializari
k=0 ; contor iteratii
pentru i=1,n

z(i) =0 ; initializarea solutiei
; iteratii
repeta ; parcurge iteratiile
err =0 ; eroarea la pasul curent
pentru i=1,n ; parcurge ecuatiile
s = b(1)
pentru j=1,n ; parcurge ecuatia i

s =5 — a(i, j)z(j)
s=(s+a(i,i)z(i))/a(i,1)
err = err + (s — z(7))
z(i) =s ; X nou
k=k+1 ; Incrementeaza contor iteratii
err = sqrt(err)
pana cand (err < eps) sau (k > nrit)
retur
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8.4. Analiza algoritmilor 7

Procedurile Jacobi gi Gauss-Seidel au parametrii:

e de intrare

— n = dimensiunea sistemului;

— a(n,n)= matricea sistemului;

— b(n) = vectorul termenilor liberi;
— nrit = numarul maxim de iteratii;

— eps = eroarea admisa;

e de iegire x(n) = vectorul solutie.

Pentru a demonstra modul diferit in care se poate evalua eroarea, in algoritmul Jacobi

s-a folosit norma Cebisev a erorii, iar in algoritmul Gauss-Seidel norma Euclidiana.

8.4 Analiza algoritmilor

Efort de calcul

Pentru o iteratie, ordinul de complexitate al metodelor Jacobi gi Gauss-Seidel este
O(n(n + 2)). Efortul de calcul pentru rezolvarea intregului sistem de ecuatii liniare prin
metode iterative este de ordinul O(mn?), in care num&rul total de iteratii m care vor
fi efectuate nu este in general cunoscut dinainte. Efortul de calcul depinde de norma

matricei de iteratie, fiind cu atat mai mic cu cat norma este mai mica.
Necesar de memorie

Pentru memorarea matricei sistemului, a vectorilor termen liber gi solutie sunt necesare
n?+2n locatii de memorie. In plus, la algoritmul Jacobi mai sunt necesare n locatii pentru

memorarea solutiei obtinute la pasul curent.

Daca matricea sistemului este o matrice rara, atunci metodele iterative se dovedesc

extrem de eficiente din punctul de vedere al memoriei, ele negenerand umpleri.
Analiza erorilor

Spre deosebire de metodele directe, la care singurele erori care apar sunt cele de rotun-
jire, la metodele iterative apar si erori de trunchiere prin retinerea din sirul convergent
catre solutia exacta, a unui numar finit de termeni. Datorita convergentei lor, metodele

iterative au proprietatea remarcabila de a corecta erorile de rotunjire aparute pe parcurs.

Document disponibil la www.1lmn.pub.ro/Education/methods/methods.html



8 Capitolul 8. Metode iterative de rezolvare a sistemelor algebrice liniare

Eroarea absoluté la itertia k este de cel putin ||M|| ori mai mica decat eroarea de la

pasul anterior:
er = [|Ix* —x|| < [[M]|[|x*" — x|| = [[M]lez—1 < [[M]|*ep. (8.23)
Se constata ca eroarea finala depinde de eroarea initiala, de numarul de iteratii efectu-

ate gi de norma matricei de iteratie, care determina viteza de convergenta. Aceeasi relatie

este valabild si pentru reziduul ||Ax* — bl|.

8.5 Chestiuni de studiat

Rezolvarea unor sisteme de ecuatii liniare prin metodele Jacobi gi Gauss-Seidel;

Analiza experimentala a erorilor si a efortului de calcul, la metodele Jacobi gi Gauss-
Seidel;

Implementarea algoritmilor;

Cautare de informatii pe Internet.

8.6 Mod de lucru

Pentru desfasurarea lucrarii se selecteaza lucrarea Metode iterative de rezolvare a sis-

temelor algebrice liniare din meniul general de lucrari.

Aceasta are ca efect afisarea meniului:

1. Rezolvare de sisteme cu metodele Jacobi/Gauss-Seidel

2. Analiza algoritmilor

8.6.1 Rezolvarea unor sisteme de ecuatii liniare prin metodele
Jacobi/Gauss-Seidel

Programul lansat permite rezolvarea unor sisteme liniare prin metode iterative.

Se vor introduce:

e numarul de ecuatii;

U LMN, 5 aprilie 2004



8.6. Mod de lucru 9

elementele a(i, j) ale matricei sistemului;

termenii liberi b(7);

eroarea admisa;

numarul maxim de iteratii admis.

Programul afigeaza in consola Scilab informatii despre procesul iterativ: daca a fost
convergent sau nu, norma matricei de iteratie, in cazul in care procesul a fost convergent,

cate iteratii au fost necesare si care este solutia.

Se vor introduce parametrii necesari pentru rezolvarea urmatoarelor sisteme:

1 + x9 = 5 'R T =2
2371 + 3:172 = 13 372:3

Se va inversa ordinea ecuatiilor si se va comenta efectul asupra solutiei.

8.’L’1 + 2$2 + X3 = 15 R T = 1
10z, + 433'2 + z3 = 21 Tog =2
50x; + 20z + 8x3 = 124 r3 =3

2331 + 29 +$3=7 Rixlzl

I + 2.7)2 + Tr3 = 8 To = 2
1 + xo + x3 = 6 T3 =3
3xr1 + z3 = 10 R: =2
Ty + 2% + x3 = 12 To =3
X1 + 29 + 2$3 = -3 I3 = 4

Se va inversa ordinea a doua ecuatii din sistem gi se va comenta efectul asupra solutiei.

Se vor comenta rezultatele obtinute, convergenta metodelor pentru fiecare sistem re-
zolvat.

Document disponibil la www.1lmn.pub.ro/Education/methods/methods.html



10 Capitolul 8. Metode iterative de rezolvare a sistemelor algebrice liniare

8.6.2 Analiza experimentala a algoritmilor

Se selecteaza optiunea Analiza algoritmilor. Aceasta are ca efect afisarea unui meniu cu

optiunile:

e Eroarea in functie de numarul de iteratii;

e Numarul de iteratii in functie de norma matricei de iteratie.

La selectarea optiunii Eroarea in functie de numarul de iteratii, utilizatorul introduce:
norma matricei de iteratie Jacobi si numarul de ecuatii (valoare initiald, valoare finala,
pas). Astfel se apeleazd un program care rezolva, pe baza celor doud metode iterative,
sisteme de ecuatii liniare generate aleator. Programul afigeaza rezultatele numerice in
consola Scilab gi reprezintd grafic variatia erorii Cauchy in functie de iteratie. Valorile
recomandate sunt: norma matricei de iteratie Jacobi 0.5, dimensiunile sistemelor 20, 40,

60. Datele se pot nota intr-un tabel de tipul:

iteratii 1 ) 9 13 17

n =20 eroareJ

eroare GS

n =40 | eroare J

eroare GS

n =60 eroarelJ

eroare GS

Se vor reprezenta pe acelagi grafic erorile in functie de numarul de iteratii. Se vor

comenta rezultatele obtinute.

La selectarea optiunii Numarul de iteratii in functie de norma matricer de iteratie
utilizatorul alege dimensiunea n a sistemului i eroarea de oprire. Programul afigeaza
numarul de iteratii necesar celor doua metode pentru sisteme generate aleator, de dimen-
siune n, avand norma matricei de iteratie 0.1, 0.2, ..., 0.9. Datele se pot nota intr-un
tabel de tipul:

norma matricei Jacobi || 0.1 0.2 |...]0.9

nr. iteratii Jacobi

nr. iteratii Gauss-Seidel

Se vor reprezenta pe acelasi grafic numarul de iteratii in functie de norma matricei. Se

vor comenta rezultatele obtinute.

U LMN, 5 aprilie 2004
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8.6.3 Implementarea algoritmilor

Se va implementa pe calculator, in limbajul C, o procedura proprie de rezolvare a unui
sistem de ecuatii liniare, prin una din cele doua metode iterative. Se va compila gi testa

procedura, eliminandu-se eventualele erori.

Se va scrie pseudocodul si se va implementa pe calculator un program principal, care

apeleaza procedura anterioara si rezolva sistemul de ecuatii:

2r + z = b R: z=1
r + vy + z = 6 y=2
y + 3z = 11 z=23

Acest program va permite introducerea datelor de la consold si afisarea pe ecran a
solutiei. Se vor nota si comenta rezultatele obtinute si eventualele dificultati aparute pe

parcursul lucrului.

8.6.4 Cautare de informatii pe Internet

Se vor cauta pe Internet informatii (coduri) legate de rezolvarea iterativa a sistemelor
algebrice de ecuatii prin metode iterative. Cuvinte cheie recomandate: Iterative methods

for algebraic systems, Jacobi, Gauss-Seidel.

8.7 Intrebiri si probleme

1. Dati o explicatie calitativa pentru convergenta mai rapida a metodei Gauss-Seidel

fata de metoda Jacobi.

2. Exista sisteme de ecuatii, nedominant diagonale, care se pot rezolva totusi prin
metoda Gauss-Seidel, desi metoda Jacobi nu este convergenta?

3. Care este explicatia ca inversand ordinea a 2 ecuatii in sistemele propuse pentru
rezolvare cu primul program demonstrativ, metodele iterative nu conduc la obtinerea

solutiei?

4. Cum scade eroarea in functie de numarul de iteratii, la metodele Jacobi si Gauss-

Seidel? Cum este corelata scaderea erorii cu norma matricei de iteratie?

5. Scrieti pseudocodul unei proceduri care sa genereze, cu ajutorul unui generator de

numere aleatoare, o matrice a carei norma este data.

Document disponibil la www.1lmn.pub.ro/Education/methods/methods.html



12 Capitolul 8. Metode iterative de rezolvare a sistemelor algebrice liniare
6. Care sunt matricele B gi C in care s-a partitionat matricea sistemului la 0 metoda
iterativa care ar folosi urmatoarea expresie pentru determinare a componentei i a
solutiei :
n i—1
2 : k }: k—1
bi — aijxj — aijxj
j=itl j=1
- .
Qi
7. Scrieti pseudocodul unui polialgoritm de rezolvare a unui sistem de ecuatii liniare
prin metode directe a carui solutie este rafinata ulterior prin metode iterative, in
vederea eliminarii erorilor de rotunjire.
8. Analizati teoretic modul in care depinde numarul de iteratii m, necesare atingerii
unei precizii dorite, in functie de norma matricei M.
9. Modificati pseudocodul algoritmului Gauss-Seidel prin adoptarea unui criteriu de
eroare relativ la norma reziduului ||Ax — bl|.
10. Scrieti un algoritm de rezolvare iterativa a unui sistem cu matrice tridiagonala.
11. Scrieti un algoritm de rezolvare iterativa a sistemului Ax = b bazat pe partitia:

A=B-C=L+D-(-U),

cu D matrice bloc diagonala.

U LMN, 5 aprilie 2004
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Born:
Died:
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Born:
Died:
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Born:
Died:
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Carl Gustav Jacob Jacobi

10 Dec 1804 in Potsdam, Prussia (now Germany)

18 Feb 1851 in Berlin, Germany

://www-gap.dcs.st-and.ac.uk/ history/Mathematicians/Jacobi.html
://scienceworld.wolfram.com/biography/Jacobi.html

Philipp Ludwig von Seidel
24 Oct 1821 in Zweibrcken, Germany

13 Aug 1896 in Munich, Germany
://www-gap.dcs.st-and.ac.uk/ history/Mathematicians/Seidel.html

Augustin Louis Cauchy

21 Aug 1789 in Paris, France

23 May 1857 in Sceaux (near Paris), France
://www-gap.dcs.st-and.ac.uk/“history/Mathematicians/Cauchy.html
://scienceworld.wolfram.com/biography/Cauchy.html
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