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Capitolul 2

Erori in rezolvarea problemelor

numerice

2.1 Caracterizarea lucrarii

In majoritatea cazurilor, algoritmii cu caracter numeric, dupa implementarea lor pe un
sistem de calcul determina nu solutia exacta a problemei ci o aproximare numerica a

acesteia.

Scopul acestei lucrari este de a evidentia modul in care pot fi caracterizate erorile
numerice, motivele aparitiei acestora gi modul in care acestea se propaga. Se studiaza
erorile inerente (datorate datelor de intrare), erorile de rotunjire (datorate reprezentarii
finite, aproximative a numerelor reale) si erorile de trunchiere (datorate aproximarii finite

a unor procese teoretic infinite).

2.2 Principiul lucrarii

Pentru a caracteriza abaterea unei variabile numerice de la valoarea sa exacta se poate

folosi eroarea absoluta, definita prin:
ey =1 — 2", (2.1)

in care x este valoarea exacta a variabilei, iar x* este valoarea sa aproximativa. Deoarece in
majoritatea cazurilor valoarea exacta nu este cunoscuta se prefera utilizarea unei margin:

superioare a erorii absolute:
a; > leg| = |z —z*|. (2.2)
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2 ERORI iN REZOLVAREA PROBLEMELOR NUMERICE

In acest caz, in locul valorii exacte = se opereaza cu intervalul:

T —a, <z <z*+a,. (2.3)

O alta modalitate de caracterizare a abaterii unei variabile de la valoarea exacta este

eroarea relativg: i
€xr T —ZX
Epg = — = ; (2.4)
z z

sau marginea superioard a acesteia:

|z — 7|

r,= do > leps,| = (2.5)

]

kd

In majoritatea calculelor tehnice, marimile rezultate in urma masurarii sunt cunoscute
cu 3 maxim 6 cifre semnificative exacte, ceea ce corespunde unor erori relative cuprinse

in intervalul 1072 = 107°.

2.2.1 Erori de rotunjire
Una din cauzele frecvente de eroare in calculele cu numere reale se datoreaza reprezentarii
finite a acestor numere in sistemele de calcul.

Modul uzual de reprezentare a unui numar real intr-un sistem de calcul este de forma:
¥ = +0,kkk ... k- 105 = m . 10, (2.6)

unde k este cifrd (0,1,...,9), m se numeste mantisa, iar e exponent. Cu exceptia

numarului nul, la care m = 0, in rest mantisa satisface relatia:

0.1 < |m|<1. (2.7)

Presupunand ca mantisa este reprezentata cu n cifre, rezulta ca prin aceasta reprezentare

cifrele “I” din reprezentarea exacta:

r=40.kk.. kIl... -10%* (2.8)

n

sunt, pierdute prin rotunjire.

In consecinta, eroarea relativa de rotunjire

—z* oo 10FRE 01
lz—2*| 0,0...00l 0= 0, 10" — 10-n+! (2.9)

T T T 0 kk.. ... 105k  0kk...
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2.2. Principiul lucrarii 3

depinde de numarul de cifre semnificative folosite in reprezentarea numarului real gi nu
de valoarea numarului. Aceasta eroare relativa de rotunjire, specifica sistemului de calcul
(calculator + mediu de programare) este cel mai mare numar real, care addugat la unitate
nu "modifica” valoarea acesteia. Ordinul de marime al erorii relative de rotunjire in
sistemele uzuale de calcul este 10° + 107 2?° si poate fi determinat pe fiecare sistem de

calcul cu urmatorul algoritm:

; calculeaza eroarea relativa de rotunjire
real err
err=1
repeta
err=err/2
pana cand (1 + err = 1)
scrie err

Eroarea relativa de rotunjire err este cunoscuta sub numele de zeroul maginii §i nu

trebuie confundata cu cel mai mic numar pozitiv, nenul, reprezentabil in calculator.

2.2.2 FErori inerente

Datele de intrare folosite in rezolvarea unei probleme tehnice provin in multe cazuri din
determinari experimentale. Rezultatul oricarei masuratori este susceptibil de erori gi chiar
daca datele de intrare sunt cunoscute cu maxima precizie ele pot fi afectate de erori de

rotunjire.

Erorile datelor de intrare intr-un algoritm se numesc erori inerente. Aceste erori se
propaga in procesul de calcul si afecteaza in final solutia problemei. Chiar daca algoritmul
de calcul nu poate fi facut responsabil de prezenta erorilor in datele de intrare, el poate
influenta precizia solutiei. Un algoritm la care eroarea relativa a solutiei nu depageste
erorile relative ale datelor de intrare este un algoritm stabil din punct de vedere numeric.
In schimb, daci erorile relative ale solutiei sunt mult mai mari decét cele ale datelor de
intrare se spune ca algoritmul de rezolvare prezinta instabilitati numerice. In acest caz
este posibil ca abateri foarte mici ale datelor de intrare sa determine abateri mari ale
solutiei numerice fata de cea exacta, si sa faca solutia numerica inutilizabila. Daca se
noteaza cu y solutia problemei, iar cu x, o, ..., x,, datele acesteia, procedeul de calcul va

consta in fond in evaluarea functiei y = f(zy, 2, ..., z,)

Document disponibil la www.1lmn.pub.ro/Education/methods/methods.html



4 ERORI iN REZOLVAREA PROBLEMELOR NUMERICE

Considerand erorile absolute suficient de mici, acestea se pot aproxima cu diferentiala:

of af of

dv = =2Ld “J e -

Y oz, 1+ axzdm R oz, dz
of of of

_ _ 2.1
‘v 0x1 Car + 0y Car 00 Oy, Can (2.10)
Erorile relative satisfac relatia:
_of of of
Y-&y = 8$1x1 €r T 8x2x2 €z, T + 8$nxn €y (2'11)

Deoarece in sistemele numerice de calcul, cele mai complicate proceduri se reduc in

final la operatii aritmetice, va fi analizata propagarea erorilor in cazul celor patru operatii

aritmetice elementare:

Adunarea:

f(xlaxQ) =T + T2,

€z, T €z,
T T2
Ex, Exy- (2.12)
X1+ Xo X1+ Xo

Daca cei doi termeni z1, x5 au acelasi semn, adunarea este o operatie stabila numeric,

deoarece
X
<1
I + i)
Scaderea:
y o
ey =
Ey =

T2

<1

— Y

|5y| < |5m1| + |5m2| .

1+ To

f(xlaxQ) =T — X9,

€x1 — €qy,

T T2

€z, — Exy- (2.13)

Ty — T2 Ty — T2

Daca z; §i xo au acelasi semn, operatia de scadere este instabila numeric. Eroarea

relativa a diferentei poate depasi cu multe ordine de marime eroarea termenilor, prin

fenomenul numit de anulare prin scadere, ca in exemplul:

21 =0,12345+ 1% ; 20 = 0,12344 £ 1% ; y = 2, — x5 = 0,00001 = 3 - 10%%.

Inmultirea:

= f($1,332) = T122
= $2€I1 + x1€$2

= €4 + € (2.14)
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2.2. Principiul lucrarii 5

Inmultirea este o operatie stabila din punct de vedere numeric deoarece

eyl <lea| + leas |-

Imp3rtirea:
_ _n
y = flz,m2) = To’
1 I
€y = —€p — —5€q,
Y Zo T1 (1,2)2 T2
Ey = Eg — Egy- (2.15)

J1 impartirea este o operatie stabila din punct de vedere numeric deoarece

|5y| < lea | + |eas |-

In aceste evaluari ale erorilor s-a considerat ca toate calculele se efectueazi exact. In
realitate, rezultatul este rotunjit (la numérul de cifre semnificative specifice sistemului de

calcul) gi eroarea relativa a rezultatului este majorata cu eroarea relativa de rotunjire.

In cazul in care prezinta importanta deosebita evaluarea erorii unui calcul numeric se
poate utiliza urmatorul tip abstract de date care permite controlul propagarii erorii. In
acest tip de date numerele reale x sunt reprezentate prin valoarea x §i marginea erorii

relative I';, deci prin intervalul:

zr(1-T,) <z <z"(1+T,). (2.16)

real tip inregistrare interval

real val :valoare
real er ;marginea erorii relative
procedura suma (x,y,s) ;calculeazd s = x +y

interval z,y, s
s.wal = x.wal 4+ y.val

s.er = err + (|z.val - z.er| + |y.val - y.er|)/|s.val

retur

procedura dif(x,y,d) ;calculeazd d = x -y
interval z, vy, d
dwal = x.val — y.val
d.er = err + (|z.val - z.er| + |y.val - y.er|)/|d.val

retur

procedura prod(x,y,p) ;calculeazd p = x *y

Document disponibil la www.1lmn.pub.ro/Education/methods/methods.html



6 ERORI iN REZOLVAREA PROBLEMELOR NUMERICE

interval x,y,p
p.val = z.val - y.val

p.er =err + |x.er| + |y.er|

retur

procedura rap(x,y,c) icalculeazd c =x / y
interval x,y, c
cval = z.val/y.val
cer = err + |r.er| + |y.er|

retur

2.2.3 FErori de trunchiere

In esent#, metodele numerice constau in reducerea rezolvirii unei probleme complicate la
un numar finit de etape simple, care in fond sunt operatii aritmetice elementare. Datorita
caracterului finit al oricarui algoritm, incercarea de a rezolva probleme de analiza matem-
aticd, ce presupun teoretic o infinitate de pasgi (cum sunt de exemplu calculele limitelor)

determina aparitia unor erori de metoda numite erori de trunchiere.

Calculul numeric al limitelor de siruri, serii sau functii (inclusiv calculul numeric
al derivatelor si integralelor, care se reduc in fond tot la calculul limitelor) presupune
trunchierea unui proces numeric infinit. Pentru a evidentia eroarea de trunchiere se con-
sidera un sir numeric xx = 1,2,...,n convergent catre limita x = limy_,, 5. Conform
definitiei convergentei, pentru orice € existd un n astfel incat |z — zx| < &, pentru orice
k > n. In consecinta, pentru o eroare £ impusa exista un rang finit n, astfel incat
T, reprezinta o aproximare satisfacatoare pentru limita x. Rezulta ca, dupa evaluarea
unui numar n suficient de mare de termeni, ultimul poate fi adoptat ca solutie numerica
T* = z,,, cu o eroare de trunchiere dependent3 de acest n. In general, eroarea de trunchiere
este cu atat mai mica cu cat numarul de termeni calculati este mai mare. Modul in care
eroarea de trunchiere depinde de n caracterizeaza viteza de convergenta a algoritmului.
Se spune ca un algoritm are viteza de convergenta de ordinul p, daca exista o constanta
¢ > 0, astfel incat eroarea de trunchiere satisface inegalitatea:

C
lenl = |2 = 2a| < —, (2.17)

pentru orice n > 1. Se constata cad ordinul vitezei de convergenta a unui algoritm este
dat de panta dreptei ce marginegte superior graficul functiei || = f(n) in scard dublu

logaritmica.

U LMN, 12 martie 2004



2.2. Principiul lucrarii 7

O categorie importanta de procese numerice infinite o reprezinta seriile Taylor. Aces-
tea, fiind serii de puteri, pot fi utilizate la evaluarea functiilor elementare (sinus, cosinus,
exponentiald, logaritm, etc.) si a celor speciale (Bessel, integrale eliptice ) prin reducerea

la operatii aritmetice elementare (adunari si inmultiri).

Pentru a exemplifica modul in care poate fi sumata numeric o serie cu controlul erorii

de trunchiere se considera dezvoltarea in serie Taylor a functiei y = sin x:
73 5 7

A
y=$—§+a—ﬁ+... (2.18)
Termenul general al seriei poate fi calculat recursiv:
(=D* s x’
Ty = ———— =Ty : 2.19
T T k- )" E1 2k —1)(2k — 2) (2.19)

Prin trunchierea seriei la rangul n se obtine

n
* (=D s
yr=) oo (2.20)
P (2k —1)!
Deoarece seria este alternanta, eroarea de trunchiere este majorata de modulul primului

termen neglijat:
‘x‘Zn—l—l

—ly—y < 2.91
ey = [y y\_(2n+1)! (2.21)

Rezulta urmatorul pseudocod pentru evaluarea functiei sinus cu o eroare de trunchiere

mai mica decat eroarea de rotunjire.

functia sinus(z)

real z,%, s

intreg &

t==x

s=t

k=1

repeta
k=k+2
t=—ta?/k/(k — 1)
s=s+¢

pana cand [t| <err
intoarce s

Efortul de calcul pentru evaluarea functiei creste odata cu sciaderea erorii impuse, dar
§i cu cregterea modulului variabilei z. Deoarece functia sin(z) este periodica, algoritmul

poate fi imbunatatit prin reducerea variabilei la primul cerc (sau chiar la primul cadran).

Document disponibil la www.1lmn.pub.ro/Education/methods/methods.html



8 ERORI iN REZOLVAREA PROBLEMELOR NUMERICE

2.3 Chestiuni de studiat

1. Determinarea erorii relative de rotunjire a sistemului de calcul;
2. Analiza propagarii erorilor inerente;
3. Analiza erorii de trunchiere;

4. Implementarea unor algoritmi numerici care controleaza eroarea.

2.4 Modul de lucru

Pentru desfagurarea lucrarii lansati lucrarea Erori in rezolvarea problemelor numerice din

meniul general. Aceasta are ca urmare lansarea urmatorului meniu:

e FEroarea de rotunjire
e Calcule cu controlul erorii

e Erori de trunchiere

2.4.1 Determinarea erorii relative de rotunjire a sistemului de

calcul

Se selecteaza optiunea Eroarea de rotunjire care are ca efect calculul si afisarea erorii

relative de rotunjire specifice sistemului.

2.4.2 Analiza propagarii erorilor inerente

Se selecteaza optiunea Calcule cu controlul erorii din meniul principal, care are ca efect
lansarea unui program ce emuleaza un calculator de buzunar care folosegte notatia poloneza
inversd (operand, operand, operator). Acest calculator nu opereaza cu numere reale ci cu

intervale (valoare numericd gi margine superioara a erorii relative).

Programul permite introducerea fie a operanzilor (valoare si eroare relativa) fie a op-
eratorilor unari (I - invers, O - opus, V - radical ) sau binari ( + - * /).

Operanziisunt introdusi intr-o stiva vizualizatd pe ecran de 5 coloane (numér de ordine,

valoare numerica, eroare relativa, limita minima si limita maxima a valorii exacte).

U LMN, 12 martie 2004



2.4. Modul de lucru 9

Operatorit unari actioneaza asupra ultimului element introdus in stiva, inlocuindu-I cu

valoarea obtinuta in urma aplicarii operatorului (stiva nu igi modificad dimensiunea).

Operatori binari folosesc ca operanzi ultimele doua elemente din stiva, iar rezultatul

inlocuiegte aceste elemente (stiva se micgoreaza cu o unitate).

Pentru a facilita manipularea stivei sunt disponibili inca doi operatori unari, cu car-
acter nenumeric (R - repetd varful stivei gi E - extrage element din stivd), care modifica

(incrementeaza respectiv decrementeaza) inaltimea stivei.

Se propune rezolvarea ecuatiei de gradul doi:
ar’ + b +c=0,

in care a = 1, b = —100.01, ¢ = 1 (cu radacinile z; = 100; z5 = 0,01). Valorile a, b, ¢ se

vor introduce cu erorile relative de 0.1% = 0.001. Se vor nota valorile intermediare:

A = b —dac,

—b+ VA

Ty = —F5
2a

—b—VA

Ty = ———,
2a

si erorile relative asociate.

Pentru a evita erorile datorate anularii prin scadere, se va calcula a doua radacina pe
baza relatiei z129 = c/a
c
Tog = —.
axq

Se vor compara erorile relative gi absolute ale rezultatelor obtinute pe cele doua cai.

2.4.3 Analiza erorii de trunchiere

Se selecteaza optiunea Erori de trunchiere din meniul principal, care are ca efect lansarea

unui program care realizeaza sumarea urmatoarelor serii:

Taylor pentru functia exponentiala

Taylor pentru functia sinus

Taylor pentru functia logaritm natural

Fourier pentru functia crenel

Document disponibil la www.1lmn.pub.ro/Education/methods/methods.html



10 ERORI iN REZOLVAREA PROBLEMELOR NUMERICE

e armonica alternanta

e armonica alternanta cu convergenta imbunatatita prin metoda Euler

Dupa selectarea seriei si alegerea valorii variabilei independente x, programul calculeaza
si afigeaza suma partiala a seriei gi eroarea absoluta de trunchiere pentru diferite ordine,
apoi reprezinta grafic variatia erorii in functie de numarul de termeni sumati. Pentru a

putea facilita comparatiile se pot reprezenta si mai multe grafice de erori simultan.

Se recomanda observarea convergentei

e seriilor Taylor pentru evaluarea expresiilor:

— exp(0), exp(1), exp(b), exp(-10), exp(10),
~ sin(0), sin(1), sin(10),
= In(1), In(0.1), In(1.1).

Reamintim ca dezvolta'rile in serie Taylor sunt:

. 22 ¥ 7t
e’ = 1+x+—+—+—+

3!
) x3 ac5 x’
sin(r) = e-grg ot
(x—-1)2% (x—1)2% (z—1*
] — 1) — _
n(zx) (x —1) 5 + 3 1 +

e seriei Fourie pentru evaluarea expresiilor:
— crenel(1), crenel(0.1).

Functia crenel este definita astfel
crenel (z) =

iar dezvoltarea ei in serie Fourier conduce la

sin(3 sin(5
in(3x) N in(5x) N

crenel (z) = sin(z) +

3 5
e armonicii alternante
1 1 > 1
A=1--+-—= = 1)k1Z
AR WA
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e armonicii alternante cu convergenta imbunatatita

IS U S S = (31 — ze1)
A—l_‘+___+---—0-5+ZT-

Se vor comenta rezultatele si se va aprecia viteza de convergenta.

Indicatie: Pentru estimarea vitezei de convergenta se calculeaza panta dreptei ce

marginegte graficul erorii, in scara dublu logaritmica.

2.4.4 Implementarea unor algoritmi cu controlul erorii

Se va genera pseudocodul functiei cosinus, determinata prin serie Taylor trunchiata pana la
atingerea unei erori de trunchiere impuse. Se va implementa acest algoritm intr-un limbaj
de programare sub forma unei functii cosinus(z, ert), in care z este variabila independenta
iar ert este eroarea de trunchiere impusa. Se va implementa algoritmul de determinare
al erorii relative de rotunjire err, iar in final se va implementa algoritmul de evaluare a
functiei cosinus cu ert = err gi cu controlul propagarii erorii, sub forma unei proceduri

care s calculeze cos(x) gi eroarea relativa asociata.

2.5 Intrebiri si probleme

1. Cum poate fi caracterizata eroarea unei variabile vectoriale =7

2. Implementati algoritmul de determinare a erorii relative de rotunjire in diferite

limbaje de programare (in simpla si dubla precizie) si apoi comparati rezultatele.

3. Ce modificari trebuie aduse algoritmului de determinare a erorii relative de rotunjire
pentru ca acesta sa determine nu numai ordinul de marime al erorii ci si valoarea

sa exacta?

4. Definiti si implementati un tip abstract de date, care sa reprezinte fiecare numar real

ca o pereche de numere reale ce il incadreazd (valoare maxima, valoare minima).

5. Este adunarea numerelor reale rotunjite o operatie asociativa? Pentru a aduna mai
multe numere reale diferite cu eroare minima4 ele trebuie sortate in ordine crescatoare

sau descrescatoare?

6. Pentru a micgora erorile de rotunjire la sumarea unei serii cum trebuie adunati

termenii, in ordine crescatoare sau descrescatoare?

Document disponibil la www.1lmn.pub.ro/Education/methods/methods.html
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7. Folositi optiunea Calcule cu controlul erorii pentru a determina rezistenta de sunt
ce trebuie folosita la transformarea unui galvanometru de 1mA (in clasa 2%) a carui
rezistentd R = 57.5Q) a fost determinati cu precizie de 0,5(%) intr-un ampermetru
de 1A.

8. Generati un algoritm pentru rezolvarea unei ecuatii de gradul doi, care evita fenomenul

de anulare prin scadere.

9. Generati si implementati un algoritm, pentru evaluarea functiilor Bessel.
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